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1 심화 먼저 풀어 보기

심화 1 정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는
순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

심화 2 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.
또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

(a + 1)2 25 − x

24x 40 − x
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생각 질문 1

비교할 문제

심화 1

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는 순서쌍
(a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

심화 2

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오. 또, 풀이
방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

(1) 두 문제에서 각각 먼저 계산한 근호는 무엇이고, 그 근호로 값을 얻었는지 후보의 꼴을
얻었는지 쓰시오.

(2) 앞의 판단을 마친 뒤 마지막으로 버리는 후보와 그 까닭을 비교하시오.

(a + 1)2 25 − x

24x 40 − x
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심화 3 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

심화 4 정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고

× = 6일 때, 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을

고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

72
x 34 − x

24
x

a2 24
x
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생각 질문 2

비교할 문제

심화 3

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오. 또, 풀이

방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

심화 4

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고 × = 6일 때,

순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

(1) 두 문제 모두 처음에 72
x  또는 24

x 에서 어떤 조건으로 x 후보를 만드는지 쓰시오.

(2) 남은 후보를 결정할 때 심화 3과 4가 각각 추가로 검사하는 조건을 쓰시오.

72
x 34 − x

24
x a2 24

x
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2 심화 풀이와 이유

빈칸 구조도 심화 1 — 어떤 순서로 연결할까

문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는 순서쌍
(a, x)를 모두 구하시오.

심화 1

주어진 것
− 3 ≤ a ≤ − 1, 두
근호의 합이 5

구할 것
순서쌍 (a, x) 모두

① a = − 3, − 2, − 1일 때 의 값

, , 

② 그때 의 값

, , 

③ 그때 x의 값

, , 

④ 버리는 경우

a =  , 까닭: x가 ( 자연수가 아니다 /

⑤ 순서쌍 (a, x)

( , ), ( , )

이 문제의 갈림길 값이 바로 정해지는 ( 앞의 근호 / 뒤의 근호 )부터 계산했고, 마지막에 (

자연수 조건 / 부호 조건 )으로 하나를 버렸다.

(a + 1)2 25 − x

(a + 1)2

25 − x
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문제

심화 1 다시 보기

절댓값으로 바꾼 뒤 남은 근호의 값 정하기

함께 나온 조건 두 근호의 합이 정해져 있다 ⇒ 떠올린 개념  절댓값으로 바꾸기

→ 두 근호 차례로 거르기

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는
순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이

a = − 3, − 2, − 1일 때 = |a + 1| = 2, 1, 0이다. 따라서 = 3, 4, 5이어서
x = 16, 9, 0이다. 자연수 조건 때문에 x = 0은 제외한다. 답은 ( − 3, 16), ( − 2, 9)이다.

방법: 절댓값으로 바꾸기로 의 값을 먼저 정하고, 두 근호 차례로 거르기로 남은
근호의 값과 x를 정한다.
고른 이유: a의 부호 범위에서 |a + 1|을 먼저 결정해야 25 − x가 어떤 제곱수인지 알 수 있다.

단계별로 다시 보기 빈칸 구조도의 같은 번호 칸을 찾아 읽어요

① a = − 3, − 2, − 1일 때 의 값 → 2, 1, 0

a + 1은 − 2, − 1, 0이므로 = |a + 1|의 값은 차례로 2, 1, 0이에요.

Q a + 1이 음수일 때도 a + 1을 그대로 쓸 수 있나요?

그럴 수 없어요. = |a + 1|이므로 a + 1 < 0이면 부호가 반대인 값 − (a + 1)로 바꾸어야
해요.

② 그때 의 값 → 3, 4, 5

두 제곱근의 합이 5이므로 두 번째 제곱근은 각각 5 − 2 = 3, 5 − 1 = 4, 5 − 0 = 5가 돼요.

③ 그때 x의 값 → 16, 9, 0

25 − x = 32, 42, 52에서 x = 25 − 9 = 16, x = 25 − 16 = 9, x = 25 − 25 = 0을 얻어요.

④ 버리는 경우 → a = − 1, x = 0이므로 자연수가 아니다

a = − 1일 때 x = 0이에요. x는 자연수여야 하므로 이 경우를 제외해요.

(a + 1)2 25 − x

(a + 1)2 25 − x

(a + 1)2

(a + 1)2

(a + 1)2

(a + 1)2

25 − x
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Q a = − 1도 범위에 있는데 왜 버리나요?

a = − 1에서는 = 5이므로 x = 0이에요. 문제에서 x를 자연수라고 정했으므로 제외해요.

⑤ 순서쌍 (a, x) → ( − 3, 16), ( − 2, 9)

a = − 3, − 2일 때 각각 x = 16, 9가 돼요. 둘 다 주어진 범위와 자연수 조건을 만족해요.

핵심 연결 = 2, 1, 0 → = 3, 4, 5 → x = 16, 9, 0 → x = 0 제외

→ ( − 3, 16), ( − 2, 9).

25 − x

(a + 1)2 25 − x
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빈칸 구조도 심화 2 — 어떤 순서로 연결할까

문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 2

주어진 것
x는 자연수

구할 것

와 가
모두 자연수인 x

① 에서 짝이 없는 소인수

, 

② 그래서 x는 6 ×

( 제곱수 / 짝수 )

③

x <  

④ 두 조건을 함께 만족하는 후보

, 

⑤ 40 − x가 제곱수인 것

x =  

이 문제의 갈림길 곱의 꼴만으로는 후보가 ( 끝없이 많았고 / 몇 개뿐이었고 ), 빼는 꼴의

근호가 후보를 ( 몇 개로 줄였다 / 늘렸다 ).

24x 40 − x

24x 40 − x

24x
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문제

심화 2 다시 보기

곱의 조건으로 후보의 꼴을 얻고 뺄셈으로 좁히기

함께 나온 조건 두 근호가 모두 자연수다 ⇒ 떠올린 개념  짝 없는 소인수 채우기

→ 두 근호 차례로 거르기

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.
또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이

24x가 제곱수가 되려면 x = 6k2(k는 자연수)이다. 한편 가 자연수이므로 x < 40이다.
따라서 x = 6, 24만 가능하고, 40 − 6 = 34는 제곱수가 아니지만 40 − 24 = 16 = 42은 제곱수다.
답은 x = 24이다.

방법: 짝 없는 소인수 채우기로 후보의 꼴 x = 6k2을 정한 뒤, 두 근호 차례로 거르기로 
를 확인한다.
고른 이유: 24x에서는 x의 후보를 6k2 꼴로 먼저 정하고, 40 − x가 양의 제곱수인지를 확인할 수
있다.

단계별로 다시 보기 빈칸 구조도의 같은 번호 칸을 찾아 읽어요

① 에서 짝이 없는 소인수 → 2, 3

24 = 23 × 3에서 소인수 2 한 개와 3 한 개가 짝 없이 남아요. x로 두 짝을 채워야 해요.

② 그래서 x는 6 × → 제곱수

먼저 2 × 3 = 6을 채우고, 나머지 소인수도 짝수가 되게 하려면 양의 제곱수를 곱해야 해요.
따라서 x = 6k2(k는 자연수)예요.

③
가 자연수라면 40 − x는 양의 제곱수여야 해요. 따라서 자연수 x는 40보다 작아요.

비유 체 두 개로 거르기

첫 체 는 6, 24, 54, 96, …처럼 끝없이 통과시켜요. 둘째 체 는 40 이상인 수를
하나도 통과시키지 않으므로, 끝없던 후보 가운데 몇 개만 살펴보면 돼요.

24x 40 − x

40 − x

40 − x

24x

40 − x

24x 40 − x
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④ 두 조건을 함께 만족하는 후보 → 6, 24

x = 6k2 < 40이므로 k = 1, 2만 가능해요. k = 3이면 x = 54가 되어 범위를 벗어나요.

Q 왜 x = 6, 24만 확인하나요?

곱의 조건에서 x = 6k2이고 다른 근호의 조건에서 x < 40이에요. 이 두 조건을 합치면 k = 1, 2만
가능해요.

⑤ 40 − x가 제곱수인 것 → x = 24

x = 6이면 40 − x = 34로 제곱수가 아니에요. x = 24이면 40 − x = 16 = 42이므로 답은 24예요.

Q x = 6이면 첫 번째 근호가 자연수인데도 답이 아닌가요?

두 근호가 모두 자연수여야 해요. x = 6일 때 = 는 자연수가 아니므로 제외해요.

다른 풀이

부터 확인해도 된다. 40 − x = 1, 4, 9, 16, 25, 36에서 x = 39, 36, 31, 24, 15, 4를 얻는다.
이 여섯 수 중 24x가 제곱수가 되는 것은 x = 24뿐이다. 따라서 답은 24이다. 두 풀이 모두 맞다.
빼는 꼴부터 계산하면 후보 6개를 검사하고, 곱의 꼴 x = 6k2에 x < 40을 함께 쓰면 후보 2개만
검사한다.

핵심 연결 24x가 제곱수 → x = 6k2 → x < 40 → 후보 6, 24

→ 40 − x가 제곱수인 x = 24.

40 − 6 34

40 − x
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빈칸 구조도 심화 1·2 모아 보기 — 두 문제는 어디가 같고 어디가 다를까

두 문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

심화 1

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다.
+ = 5를 만족하는 순서쌍

(a, x)를 모두 구하시오.

심화 2

자연수 x에 대하여 와 가 모두
자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

① 먼저 계산한 근호의 꼴

( 제곱이 들어 있는 꼴 / 곱의 꼴 ) ( 제곱이 들어 있는 꼴 / 곱의 꼴 )

▼ ▼
② 첫 근호로 얻은 것

( 값 / 후보의 꼴 ) ( 값 / 후보의 꼴 )

▼ ▼
③ 두 번째 근호의 꼴

( 빼는 꼴 / 곱의 꼴 ) ( 빼는 꼴 / 곱의 꼴 )

▼ ▼
④ 마지막에 버린 x

두 문제를 비교하면 먼저 계산한 근호는 두 문제가 ( 같다 / 다르다 ). 하지만 '첫 근호로

후보 → 둘째 근호로 거르기'의 순서는 ( 같다 / 다르다 ).

(a + 1)2 25 − x
24x 40 − x
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빈칸 구조도 심화 3 — 어떤 순서로 연결할까

문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 3

주어진 것
x는 자연수

구할 것

와 가

모두 자연수인 x

① 72의 약수 가운데 제곱수

, , , 

② 그래서 x의 후보

, , , 

③  때문에 바로 버리는 후보

x =  

④ 34 − x가 제곱수가 되는 후보

x =  일 때 34 − x =  

⑤ 답

x =  

이 문제의 갈림길 나누는 꼴은 후보가 ( 몇 개뿐이어서 / 끝없이 많아서 ) 하나씩 (

확인할 수 있었다 / 확인할 수 없었다 ).

72
x 34 − x

72
x 34 − x

34 − x
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문제

심화 3 다시 보기

제곱수 약수로 후보를 만든 뒤 두 번째 근호로 거르기

함께 나온 조건 두 근호가 모두 자연수다 ⇒ 떠올린 개념  제곱수 약수 찾기

→ 두 근호 차례로 거르기

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이
72
x

= m2이면 m2은 72의 제곱수 약수 1, 4, 9, 36 중 하나이다. 이때 x = 72, 18, 8, 2이다.

도 자연수여야 하므로 x = 72는 제외하고, 나머지에서 34 − x가 제곱수인 경우는
x = 18뿐이다. 따라서 답은 18이다.

방법: 제곱수 약수 찾기로 x를 몇 개로 좁힌 뒤, 두 근호 차례로 거르기로 를 확인한다.

고른 이유: 72
x 가 자연수 제곱이 되려면 x는 72를 제곱수로 나눈 값 중 자연수여야 한다.

단계별로 다시 보기 빈칸 구조도의 같은 번호 칸을 찾아 읽어요

① 72의 약수 가운데 제곱수 → 1, 4, 9, 36
72
x 가 양의 제곱수여야 하므로 72의 약수 가운데 제곱수 1, 4, 9, 36을 찾아요.

Q 72의 약수를 모두 살펴봐야 하나요?
72
x 가 양의 제곱수여야 하므로 제곱수인 약수 1, 4, 9, 36만 확인하면 돼요.

② 그래서 x의 후보 → 72, 18, 8, 2
72
x = 1, 4, 9, 36에서 x = 72, 18, 8, 2예요. 모두 자연수여서 첫 조건을 만족해요.

③  때문에 바로 버리는 후보 → 72

x = 72이면 34 − x = − 38로 근호 안이 음수가 돼요. 음수의 제곱근은 없으므로 이 경우를
제외해요.

Q x = 72는 첫 근호에서 가능했는데 왜 버리나요?

34 − 72 = − 38이어서 두 번째 근호 안이 음수가 돼요. 따라서 두 제곱근을 모두 자연수로 만들 수
없어요.

72
x 34 − x

34 − x

34 − x

34 − x
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④ 34 − x가 제곱수가 되는 후보 → x = 18일 때 34 − x = 16

남은 x = 18, 8, 2에서는 34 − x = 16, 26, 32예요. 양의 제곱수는 16 하나예요.

⑤ 답 → x = 18

x = 18이면 72
18 = 4이고 34 − 18 = 16이에요. 두 제곱근은 각각 2, 4로 모두 자연수예요.

핵심 연결 72
x = 1, 4, 9, 36 → 후보 x = 72, 18, 8, 2 → 34 − x > 0

→ 34 − x가 제곱수인 x = 18.
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빈칸 구조도 심화 4 — 어떤 순서로 연결할까

문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고 × = 6일 때,

순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오.

심화 4

주어진 것
− 6 ≤ a ≤ − 3, 두
근호의 곱이 6

구할 것
순서쌍 (a, x) 모두

① 가 자연수가 되는 x

, 

② 그때 의 값

, 

③ a < 0일 때 은 a와

( 부호가 반대인 수 / 같은 수 )

④ 의 값

x = 6일 때 , x = 24일 때 

⑤ 순서쌍 (a, x)

( , ), ( , )

이 문제의 갈림길 먼저 계산한 근호는 ( 나누는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 )이고, 에서

a를 정할 때 ( 부호 /

24
x a2 24

x

24
x

24
x

a2

a2

a2
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문제

심화 4 다시 보기

나누는 꼴로 후보를 정하고 음수의 부호 처리하기

함께 나온 조건 두 근호의 곱이 정해져 있다 ⇒ 떠올린 개념  제곱수 약수 찾기

→ 절댓값으로 바꾸기

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고 × = 6일

때, 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이

가 자연수이면 24
x = 1 또는 4이므로 x = 24 또는 6이다. x = 6일 때 = 2이므로

= 3, a = − 3이다. x = 24일 때 = 1이므로 = 6, a = − 6이다. 따라서 답은

( − 3, 6), ( − 6, 24)이다.

방법: 먼저 제곱수 약수 찾기로 x의 후보를 구한 뒤, 절댓값으로 바꾸기로 a의 음수 범위를
처리한다.

고른 이유: 24
x 가 양의 제곱수인 x는 6, 24이고, a < 0이므로 = − a가 된다.

단계별로 다시 보기 빈칸 구조도의 같은 번호 칸을 찾아 읽어요

① 가 자연수가 되는 x → 6, 24

24
x 가 제곱수여야 하므로 24의 제곱수 약수 1, 4를 찾아요. 따라서 x = 24, 6이에요.

Q x = 1부터 대입하지 않는 까닭은 무엇인가요?
24
x 가 양의 제곱수라는 조건으로 후보가 x = 6, 24로 바로 좁혀져요. 나머지 자연수는 살펴볼

필요가 없어요.

② 그때 의 값 → 2, 1

x = 6이면 24
x = 4이어서 제곱근은 2예요. x = 24이면 몫이 1이어서 제곱근도 1이에요.

③ a < 0일 때 은 a와 → 부호가 반대인 수

a는 주어진 범위에서 항상 음수예요. 따라서 = |a| = − a로 바꾸어야 해요.

24
x a2 24

x

24
x

24
x

a2 24
x a2

a2

24
x

24
x

a2

a2
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Q = a라고 쓰면 무엇이 잘못되나요?

a는 음수인데 제곱근의 값은 음수가 아니에요. = |a| = − a를 써야 해요.

④ 의 값 → x = 6일 때 3, x = 24일 때 6

두 근호의 곱은 6이에요. x = 6일 때 = 2이므로 = 3, x = 24일 때 = 1이므로

= 6이어야 해요.

⑤ 순서쌍 (a, x) → ( − 3, 6), ( − 6, 24)

a < 0이므로 절댓값이 3, 6일 때 a = − 3, − 6이에요. 두 수 모두 주어진 − 6 ≤ a ≤ − 3 범위에
있어요.

핵심 연결 24
x = 4, 1 → x = 6, 24 → = 3, 6 → a = − 3, − 6

→ ( − 3, 6), ( − 6, 24).

a2

a2

a2

24
x a2 24

x
a2

a2
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빈칸 구조도

두 문제를 푼 과정을 떠올리며 빈칸을 채우시오. ( ) 안에서는 알맞은 것에 ○표 하시오.

심화 3

자연수 x에 대하여 와 가 모두

자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 4

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다.

는 자연수이고 × = 6일 때,

순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오.

① 먼저 계산한 근호의 꼴

( 나누는 꼴 / 빼는 꼴 ) ( 나누는 꼴 / 빼는 꼴 )

▼ ▼
② 첫 근호로 얻은 x의 후보

▼ ▼
③ 후보를 거른 근호의 꼴

( 빼는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 ) ( 빼는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 )

▼ ▼
④ 답

두 문제를 비교하면 두 문제는 첫 단계가 ( 같다 / 다르다 ). 후보를 거른 근호는 ( 같다 /

다르다 ).

72
x 34 − x

24
x

a2 24
x
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심화 3·4 모아 보기 — 첫 단계와 거르는 근호는 같을까

두 문제 모두 한 근호로 x의 후보를 먼저 만든다.



3 전체 조건 개념 지도

도구 1 절댓값으로 바꾸기

무엇을 확인할까?

1. 식이 제곱된 꼴인가?
2. 제곱되기 전의 식은 음수일 수 있는가?

= |A|

주의 A < 0이면 |A| = − A예요. 제곱근의 값은 음수가 아니고 = 0은 자연수가 아니에요.

도구 2 제곱수 늘어놓기

무엇을 확인할까?

1. x가 더해지거나 빠지는 꼴인가?
2. 가능한 양의 제곱수는 어떤 것인가?

A±x = m2(m = 1, 2, 3, …)

주의 에서는 A보다 작은 제곱수를, 에서는 A보다 큰 제곱수를 확인해요.
제곱근이 자연수여야 하면 m = 0은 빼요.

도구 3 짝 없는 소인수 채우기

무엇을 확인할까?

1. x가 근호 안에서 곱해져 있는가?
2. 짝이 맞지 않은 소인수는 무엇인가?

Ax = m2(m = 1, 2, 3, …)

주의 근호 안의 곱이 제곱수가 되려면 모든 소인수의 지수가 짝수여야 해요. x의 가장 작은
값을 묻는다면 부족한 소인수만 채워요.

A2

0

A − x A + x
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도구 4 제곱수 약수 찾기

무엇을 확인할까?

1. x가 분모에 있는가?
2. A의 약수 중 제곱수는 무엇인가?

A
x = m2 이면 x = A

m2

주의 A, x가 자연수이고 몫이 자연수의 제곱이면 m2은 A의 약수예요. 몫이 A의 약수 가운데
제곱수일 때만 답이 돼요.

도구 5 두 근호 차례로 거르기

무엇을 확인할까?

2. 각 근호가 주는 것은 값인가, 후보의 꼴인가, 범위인가?

첫 근호 → 후보(값 또는 꼴) → 둘째 근호로 거르기

주의 곱의 꼴만으로는 x가 끝없이 많다. 빼는 꼴 근호가 범위(x < A)를 막아 준다.
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1. 근호가 두 개이고, 각각 자연수여야 하거나 두 근호의 합이 정해져 있는가?



전체 조건 개념 지도

근호 안에 x가 어떻게 들어 있는가? 함께 나온 조건은 무엇인가?

①

함께 나온 조건  근호 안이 제곱된 식이다
→ 절댓값으로 바꾸기

= |A|, A < 0이면 − A. = 0은 올바른 값이고, 그
제곱근이 자연수여야 할 때만 0을 뺀다

심화 1 심화 4

②

함께 나온 조건  근호 안에서 x를 빼거나 더한다
→ 제곱수 늘어놓기
빼면 A보다 작은 양의 제곱수, 더하면 A보다 큰 제곱수를
늘어놓고 x를 거꾸로 구한다

심화 2 다른 풀이

③

함께 나온 조건  근호 안에서 x를 곱한다
→ 짝 없는 소인수 채우기
소인수의 지수가 모두 짝수여야 한다. 모든 x = (짝 없는
소인수의 곱) × 제곱수

심화 2

④

함께 나온 조건  근호 안에서 x로 나눈다
→ 제곱수 약수 찾기
A
x

= m2이면 x = A
m2 이고, m2은 A의 약수 가운데 제곱수다

심화 3 심화 4

⑤ ,  

함께 나온 조건  근호가 두 개이고 둘 다 정해진 조건을
만족해야 한다
→ 두 근호 차례로 거르기
각 근호가 주는 값·후보의 꼴·범위를 함께 써서 검사할
후보를 줄이고, 남은 후보를 다른 근호로 거른다. 곱의 꼴은
후보가 끝없으므로 빼는 꼴의 범위 x < A가 막아 준다

심화 1 심화 2 심화 3

근호를 없애야 하면

(a + 1)2 A2 0

A − x

Ax

A
x

24x 40 − x
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비유 수직선에서 0까지의 거리

− 2에서 0까지의 거리와 2에서 0까지의 거리는 둘 다 2예요. 그래서 = = 2이고,
= |A|이에요.

⚠ 비유의 한계: 수직선 거리는 제곱되어 있는 식을 절댓값으로 바꾸는 까닭만 설명해요. 모든
근호에서 부호를 없애도 된다는 뜻은 아니에요.

비유 체 두 개로 거르기

구멍 모양이 다른 체 두 개가 있어요. 첫 체를 통과한 수만 둘째 체에 올려요. 둘 다 통과한 수만
답이에요.

⚠ 비유의 한계: 체의 순서를 바꿔도 마지막에 남는 수는 같아요. 다만 먼저 쓴 체에서 끝없이
많은 수가 나오면, 다른 체가 막아 주는 범위를 함께 써야 검사를 끝낼 수 있어요.

답이 안 나오면

먼저 어느 근호가 값을 바로 주는지, 어느 근호가 후보의 꼴이나 몇 개 안 되는 후보를 주는지
살펴봐요. 그런 다음 다른 근호로 다시 걸러요. 마지막에는 문제가 무엇을 자연수로 정했는지
구분해 확인해요. 제곱근이 자연수여야 하면 근호 안이 0인 후보를 빼고, x처럼 구하는 수가
자연수여야 하면 x = 0 같은 값을 빼요. = 0 자체는 올바른 값이에요.

( − 2)2 22

A2

0
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4 바꿔 풀기

바꿔 풀기 1 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두
구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

바꿔 풀기 2 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두

구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

풀이를 쓰는 칸

16x 40 − x

72
x 27 − x
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문제

문제

5 막혔을 때 다시 연결하기

심화 1 먼저 막힌 곳부터 확인

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는
순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

막힌 곳

= a + 1이라고 쓰고 a = − 3을 대입하면 − 2 + = 5, 곧 = 7이 나온다.
그러면 x = − 24여서 자연수 조건과 맞지 않아 멈춘다.

▼

새로 연결한 뒤

= |a + 1|이다.

까닭 a = − 3, − 2, − 1에서 첫 제곱근의 값은 2, 1, 0이므로 뒤의 근호를 3, 4, 5로 놓을 수
있다. x = 16, 9, 0 중 자연수가 아닌 0을 버린다.

심화 2 먼저 막힌 곳부터 확인

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.
또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

막힌 곳

만 보고 x = 6, 24, 54, 96, …를 적는다. 이 후보가 끝없이 이어지므로 어느 것까지 검사할지
정하지 못해 멈춘다.

▼

새로 연결한 뒤

도 자연수여야 하므로 x < 40이다.

까닭 따라서 x = 6k2 중 6, 24만 남고, 40 − x를 확인하면 x = 24만 가능하다.

(a + 1)2 25 − x

(a + 1)2 25 − x 25 − x

(a + 1)2

24x 40 − x

24x

40 − x
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문제

문제

심화 3 먼저 막힌 곳부터 확인

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

막힌 곳

만 처리하여 x = 2, 8, 18, 72를 전부 답이라고 적는다. 두 번째 근호의 조건을 확인하지

않은 채 답을 쓴 것이다.

▼

새로 연결한 뒤

34 − x도 양의 제곱수여야 한다.

까닭 x = 72에서는 근호 안이 음수이고, 나머지 2, 8, 18에서는 34 − x = 32, 26, 16이므로
x = 18만 가능하다.

심화 4 먼저 막힌 곳부터 확인

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고 × = 6일

때, 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

막힌 곳

= a라고 쓰고 x = 6을 넣으면 a × 2 = 6, 곧 a = 3이 된다. 이는 주어진 음수 범위에 어긋나
답이 없다고 생각하며 멈춘다.

▼

새로 연결한 뒤

a < 0이므로 = − a로 바꾼다.

까닭 x = 6, 24에서 의 값은 각각 2, 1이므로 − a = 3, 6이 되어 a = − 3, − 6을

얻는다.

72
x 34 − x

72
x

24
x a2 24

x

a2

a2

24
x
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막힌 곳 한눈에 보기

심화 막힌 곳 새로 연결한 것

1 = a + 1로 처리해 음수 x가 나온다 = |a + 1|

2 x = 6, 24, 54, …에서 멈추지 못한다 x < 40으로 후보를 좁힌다

3 x = 2, 8, 18, 72를 모두 답으로 쓴다 34 − x가 양의 제곱수인지 재확인한다

4 = a를 써서 양수 a만 나온다 a < 0이면 = − a

(a + 1)2 (a + 1)2

a2 a2
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6 마무리 복습

문제 ↔ 개념 한눈에 보기

문제 함께 나온 조건 절댓값으로
바꾸기

제곱수
늘어놓기

짝 없는
소인수
채우기

제곱수
약수 찾기

두 근호
차례로
거르기

심화 1
두 근호의 합이
정해짐 1 2

심화 2 두 근호가 모두
자연수 2 1 2

심화 3 두 근호가 모두
자연수 1 2

심화 4 두 근호의 곱이
정해짐 2 1

바꿔
풀기 1

두 근호가 모두
자연수 1 2

바꿔
풀기 2

두 근호가 모두
자연수 1 2

원 안의 숫자는 그 문제에서 개념을 쓴 순서다. 점선 원은 다른 풀이에서 쓴 개념이다.
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조건 채우기

보기 절댓값 부호 음수 큰 작은 제곱수 짝수 약수 채운다

덜어 낸다 범위 후보 몇 개뿐인 끝없이 많은

1. 은 a + 1의 과 같다.

2. a + 1 < 0이면 은 a + 1과 가 반대인 수이다.

3. 근호 안이 A − x 꼴이면 A보다  양의 제곱수를 늘어놓고 x를 거꾸로 구한다.

4. 근호 안이 A + x 꼴이면 A보다  제곱수를 늘어놓는다.

5. 근호 안에서 x를 곱하는 꼴이면 짝 없는 소인수를 x로 .

6. 가 자연수가 되는 x는 모두 (짝 없는 소인수의 곱) × ( ) 꼴이다.

7. 근호 안이 A
x  꼴이면 A의  가운데 제곱수를 먼저 찾는다.

8. 근호 안이 A
x  꼴이면 x는 A에서 짝 없는 소인수를 .

9. 가 자연수이면 x < A이다. 부등호로 나타낸 이  덕분에 곱의 꼴에서
끝없던 후보가 몇 개로 준다.

10. 두 근호가 모두 자연수여야 하면 첫 근호에서 나온 x의 를 두 번째 근호에
하나씩 넣어 확인한다.

11. 빼는 꼴 근호 만 보아도 x의 후보가  까닭에, 이 근호부터 계산해도
된다.

12. 곱의 꼴 근호만 보면 x의 후보가  까닭에, 빼는 꼴 근호를 함께 봐야 한다.

(a + 1)2

(a + 1)2

Ax

A − x

A − x
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정리 문항

다음 두 상황의 물음에 답하시오.

상황 1
자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오. 또, 처음
선택한 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유도 쓰시오.

고를 방법

그 방법을 고른 까닭

정답

상황 2

정수 a가 − 9 ≤ a ≤ − 5이고 x는 자연수이다. 은 자연수이고 × = 20일

때, 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 처음 선택한 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유도 쓰시오.

고를 방법

그 방법을 고른 까닭

정답

10x 26 − x

50
x

(a + 1)2 50
x
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7 정답과 해설

빠른 정답

문항 정답 문항 정답

심화 1 (a, x) = ( − 3, 16),  ( − 2, 9) 심화 4 (a, x) = ( − 3, 6),  ( − 6, 24)

심화 2 x = 24 바꿔 풀기 1 x = 4, 36

심화 3 x = 18 바꿔 풀기 2 x = 2, 18
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빈칸 구조도 정답

빈칸 구조도 정답 심화 1

심화 1 두 근호의 합이 정해져 있다 ⇒ 떠올린 개념  절댓값으로 바꾸기
→ 두 근호 차례로 거르기

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를 만족하는 순서쌍
(a, x)를 모두 구하시오.

심화 1

주어진 것
− 3 ≤ a ≤ − 1, 두
근호의 합이 5

구할 것

순서쌍 (a, x) 모두

① a = − 3, − 2, − 1일 때 의 값

2 , 1 , 0

② 그때 의 값

3 , 4 , 5

③ 그때 x의 값

16 , 9 , 0

④ 버리는 경우

a =  − 1 , 까닭: x가 ( 자연수가 아니다 /

⑤ 순서쌍 (a, x)

( − 3 , 16 ), ( − 2 , 9 )

이 문제의 갈림길 값이 바로 정해지는 ( 앞의 근호 / 뒤의 근호 )부터 계산했고, 마지막에 (

자연수 조건 / 부호 조건 )으로 하나를 버렸다.

(a + 1)2 25 − x

(a + 1)2

25 − x
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빈칸 구조도 정답 심화 2

심화 2 두 근호가 모두 자연수다 ⇒ 떠올린 개념  짝 없는 소인수 채우기

→ 두 근호 차례로 거르기

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 2

주어진 것
x는 자연수

구할 것
와 가

모두 자연수인 x

① 에서 짝이 없는 소인수

2 , 3

② 그래서 x는 6 ×

( 제곱수 / 짝수 )

③

x <  40

④ 두 조건을 함께 만족하는 후보

6 , 24

⑤ 40 − x가 제곱수인 것

x =  24

이 문제의 갈림길 곱의 꼴만으로는 후보가 ( 끝없이 많았고 / 몇 개뿐이었고 ), 빼는 꼴의

근호가 후보를 ( 몇 개로 줄였다 / 늘렸다 ).

24x 40 − x

24x 40 − x

24x
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빈칸 구조도 정답 심화 1·2 모아 보기

심화 1

정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다.
+ = 5를 만족하는 순서쌍

(a, x)를 모두 구하시오.

심화 2

자연수 x에 대하여 와 가 모두
자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

① 먼저 계산한 근호의 꼴

( 제곱이 들어 있는 꼴 / 곱의 꼴 ) ( 제곱이 들어 있는 꼴 / 곱의 꼴 )

▼ ▼
② 첫 근호로 얻은 것

( 값 / 후보의 꼴 ) ( 값 / 후보의 꼴 )

▼ ▼
③ 두 번째 근호의 꼴

( 빼는 꼴 / 곱의 꼴 ) ( 빼는 꼴 / 곱의 꼴 )

▼ ▼
④ 마지막에 버린 x

0 6

두 문제를 비교하면 먼저 계산한 근호는 두 문제가 ( 같다 / 다르다 ). 하지만 '첫 근호로

후보 → 둘째 근호로 거르기'의 순서는 ( 같다 / 다르다 ).

비교 정리

심화 1에서는 제곱된 식의 값을 먼저 구하고, 심화 2에서는 곱의 조건으로 후보의 꼴을 먼저
정해요. 첫 조건에서 얻은 결과를 뒤의 빼는 꼴 근호로 검사한다는 점은 같아요.

(a + 1)2 25 − x
24x 40 − x
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빈칸 구조도 정답 심화 3

심화 3 두 근호가 모두 자연수다 ⇒ 떠올린 개념  제곱수 약수 찾기

→ 두 근호 차례로 거르기

자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 3

주어진 것
x는 자연수

구할 것

와 가

모두 자연수인 x

① 72의 약수 가운데 제곱수

1 , 4 , 9 , 36

② 그래서 x의 후보

72 , 18 , 8 , 2

③  때문에 바로 버리는 후보

x =  72

④ 34 − x가 제곱수가 되는 후보

x =  18 일 때 34 − x =  16

⑤ 답

x =  18

이 문제의 갈림길 나누는 꼴은 후보가 ( 몇 개뿐이어서 / 끝없이 많아서 ) 하나씩 (

확인할 수 있었다 / 확인할 수 없었다 ).

72
x 34 − x

72
x 34 − x

34 − x
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빈칸 구조도 정답 심화 4

심화 4 두 근호의 곱이 정해져 있다 ⇒ 떠올린 개념  제곱수 약수 찾기

→ 절댓값으로 바꾸기

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고 × = 6일 때,

순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오.

심화 4

주어진 것
− 6 ≤ a ≤ − 3, 두
근호의 곱이 6

구할 것
순서쌍 (a, x) 모두

① 가 자연수가 되는 x

6 , 24

② 그때 의 값

2 , 1

③ a < 0일 때 은 a와

( 부호가 반대인 수 / 같은 수 )

④ 의 값

x = 6일 때 3 , x = 24일 때 6

⑤ 순서쌍 (a, x)

( − 3 , 6 ), ( − 6 , 24 )

이 문제의 갈림길 먼저 계산한 근호는 ( 나누는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 )이고, 에서

a를 정할 때 ( 부호 /

24
x a2 24

x

24
x

24
x

a2

a2

a2
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빈칸 구조도 정답 심화 3·4 모아 보기

심화 3

자연수 x에 대하여 와 가 모두

자연수가 되도록 하는 x를 모두 구하시오.

심화 4

정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다.

는 자연수이고 × = 6일 때,

순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오.

① 먼저 계산한 근호의 꼴

( 나누는 꼴 / 빼는 꼴 ) ( 나누는 꼴 / 빼는 꼴 )

▼ ▼
② 첫 근호로 얻은 x의 후보

72, 18, 8, 2 6, 24

▼ ▼
③ 후보를 거른 근호의 꼴

( 빼는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 ) ( 빼는 꼴 / 제곱이 들어 있는 꼴 )

▼ ▼
④ 답

x = 18 ( − 3, 6), ( − 6, 24)

두 문제를 비교하면 두 문제는 첫 단계가 ( 같다 / 다르다 ). 후보를 거른 근호는 ( 같다 /

다르다 ).

비교 정리

두 문제 모두 제곱수 약수 찾기로 x의 후보를 몇 개로 좁혀요. 심화 3은 34 − x가 양의
제곱수인지 검사하고, 심화 4는 a < 0이라는 부호 조건과 곱의 값을 검사해요.

72
x

34 − x
24
x a2 24

x
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생각 질문 답 예시와 인정 기준

생각 질문 1

비교 문제 A (심화 1): 정수 a가 − 3 ≤ a ≤ − 1이고 x는 자연수이다. + = 5를
만족하는 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

비교 문제 B (심화 2): 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두
구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

질문: (1) 두 문제에서 각각 먼저 계산한 근호는 무엇이고, 그 근호로 값을 얻었는지 후보의 꼴을
얻었는지 쓰시오.

(2) 앞의 판단을 마친 뒤 마지막으로 버리는 후보와 그 까닭을 비교하시오.

답 예시: (1) 심화 1은 부터 계산해 값 2, 1, 0을 얻는다. 심화 2는 로 x = 6k2(자연수 k)
라는 후보의 꼴을 얻는다. 심화 2의 후보를 몇 개로 줄여 주는 것은 에서 얻은 x < 40
조건이다. (2) 심화 1은 a = − 1에서 나온 x = 0을 자연수 조건 때문에 버리고, 심화 2는 x = 6에서

가 나오므로 버린다.

인정 기준: 각 문제에서 먼저 계산한 근호를 구별하고, 값 / 후보의 꼴을 정확히 구분하며, 마지막으로
버린 후보와 이유를 모두 쓰면 인정한다.

생각 질문 2

비교 문제 A (심화 3): 자연수 x에 대하여 와 가 모두 자연수가 되도록 하는 x를 모두

구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를 쓰시오.

비교 문제 B (심화 4): 정수 a가 − 6 ≤ a ≤ − 3이고 x는 자연수이다. 는 자연수이고

× = 6일 때, 순서쌍 (a, x)를 모두 구하시오. 또, 풀이 방법과 그 방법을 고른 이유를

쓰시오.

질문: (1) 두 문제 모두 처음에 72
x  또는 24

x 에서 어떤 조건으로 x 후보를 만드는지 쓰시오.

(2) 남은 후보를 결정할 때 심화 3과 4가 각각 추가로 검사하는 조건을 쓰시오.

답 예시: (1) 분모로 나눈 몫이 양의 제곱수여야 하므로 해당 상수의 제곱수 약수를 찾는다. (2) 심화
3은 34 − x가 양의 제곱수인지, 심화 4는 a < 0에서 = − a이고 두 근호의 곱이 6인지 확인한다.

인정 기준: 제곱수 약수 판단과 추가 조건의 차이 두 가지가 드러나면 인정한다.

(a + 1)2 25 − x

24x 40 − x

(a + 1)2 24x
40 − x

34

72
x 34 − x

24
x

a2 24
x

a2
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바꿔 풀기 정답과 해설

바꿔 풀기 1 — x = 4, 36

16 = 24은 이미 소인수의 짝이 맞은 제곱수이므로 16x가 제곱수가 되려면 x 자체가 제곱수여야 한다.
40 − x도 양의 제곱수이므로 1 ≤ x < 40이고, 제곱수인 x = 1, 4, 9, 16, 25, 36만 검사한다. x = 4일 때
40 − x = 36, x = 36일 때 40 − x = 4가 제곱수이므로 답은 4, 36이다.

바꿔 풀기 2 — x = 2, 18
72
x 가 양의 제곱수가 되는 x는 72, 18, 8, 2이다. 27 − x가 양의 제곱수가 되어야 하므로 x < 27이고,

27 − 18 = 9, 27 − 2 = 25만 제곱수다. 따라서 x = 2, 18이다.

조건 채우기 정답

1. 절댓값 2. 부호 3. 작은

4. 큰 5. 채운다 6. 제곱수

7. 약수 8. 덜어 낸다 9. 범위

10. 후보 11. 몇 개뿐인 12. 끝없이 많은

갈래별로 다시 보기

갈래(떠올릴 개념) 조건 채우기 번호와 정답

① 절댓값으로 바꾸기
근호 안이 제곱된 식이다

1 절댓값 2 부호

② 제곱수 늘어놓기
근호 안에서 x를 빼거나 더한다

3 작은 4 큰

③ 짝 없는 소인수 채우기
근호 안에서 x를 곱한다

5 채운다 6 제곱수

④ 제곱수 약수 찾기
근호 안에서 x로 나눈다

7 약수 8 덜어 낸다

⑤ 두 근호 차례로 거르기
근호가 두 개이고 둘 다 정해진
조건을 만족해야 한다

9 범위 10 후보 11 몇 개뿐인 12 끝없이 많은
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정리 문항 답 예시와 인정 기준

상황 1 정답: x = 10

방법: 짝 없는 소인수 채우기 → 두 근호 차례로 거르기 / 고른 이유: 10x가 제곱수가 되려면
10 = 2 × 5의 짝 없는 소인수 2, 5를 먼저 채워야 하므로 x = 10k2 꼴이 나온다. 또 가
자연수이려면 x < 26이므로 후보는 10 하나만 남는다. 실제로 26 − 10 = 16 = 42이므로 답은
x = 10이다.

상황 2 정답: (a, x) = ( − 5, 2)

방법: 제곱수 약수 찾기 → 절댓값으로 바꾸기 / 고른 이유: 이 자연수이므로 50
x 은 제곱수이다.

그래서 50의 제곱수 약수 1, 25를 먼저 본다. 그래서 x = 50, 2이고 제곱근은 각각 1, 5이다. 곱이
20이 되려면 = 20, 4 중 하나여야 하는데, 주어진 범위에서 가능한 것은
|a + 1| = 4뿐이므로 a = − 5이다. 따라서 순서쌍은 ( − 5, 2)이다.

인정 기준: 각 상황에서 정답과 함께 처음 선택한 방법, 그 방법을 고른 이유를 모두 쓰면 인정한다.
방법 이름만 적고 이유를 쓰지 않으면 부분 인정만 한다.

26 − x

50
x

(a + 1)2
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